LECCION 1: ESTADISTICA DESCRIPTIVA

1 Introduccion

Nuestro objetivo es, dada una poblacion, estudiar cierta caracteristica de
esta poblacién.

Ejemplo 1 Poblacion: personas censadas en Madrid que tienen una edad
entre 46 y 55 anos; caracteristica que queremos estudiar: peso de la personas
censadas en Madrid entre 46 y 55 aos.

Ejemplo 2 Poblacion:Alumnos matriculados en primero del grado de Inge-
nieria civil en la UPM en el curso 2011-2012; caracteristica que queremos estudiar:
asignaturas aprobadas por los alummnos.

Seria deseable estudiar la caracteristica en todos los elementos de la
poblacién, pero esto a veces no es posible, pues requiere demasiado tiempo,
dinero, el estudio de un elemento puede ser destructivo,....

.Qué hacemos?. Tomamos un conjunto de la poblacion, por ejemplo
tomemos 25 alumnos de primero de ingenieria civil matriculados en el curso
2011-2012, y anotamos el nimero de asignaturas, variable=ntimero de
asignaturas, de estos 25 estudiantes, obteniendo los siguientes datos:
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Este conjunto de datos representa una muestra de la poblacién.

La estadistica descriptiva tiene por objeto describir y analizar los datos
de la muestra, sin pretender sacar conclusiones de tipo mas general.

Recordamos algunas definiciones:

Sizg=0,21, =1, 15 =2, -+, x5 = 8 son las observaciones de la muestra,

e Frecuancia absoluta de la observacion zj es el nimero de veces ny
que ha salido el dato x; en la muestra.



1. Frecuencia absoluta de de x4 = 4 es 3.
2. Frecuencia absoluta de x5 = 5 es 1.

3. Frecuencia absoluta de z7» = 7 es 4.
¢ Frecuencia relativa de la observacin zy es fp = “&.

1. Frecuencia relativa de de x4 = 4 es 2—3:,)
7
25°
4
25"

2. Frecuencia relativa de zg = 6 es

3. Frecuencia relativa de z7; = 7 es
Observese que 0 < fr < 1.
e Porcentaje o tanto por ciento de la observacién x;, es 100 - f,.%

1. Tanto por ciento de Xy =4 es 100 - =% = 12%.
2. Tanto por ciento de 26 = 6 es100 - 5=% = 28%.
3. Tanto por ciento de z7 = 7 es 100 - 5% = 16%.

La descripcion de la muestra se hace mediante representaciones gréaficas
y representaciones numéricas.

Si el tamano de la muestra es pequeno, y cada observacién ha aparecido
una vez utilizamos
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Este caso no es frecuente.

Si el tamano de la muestra es grande, pero el nimero de valores distintos
que han aparecido en la muestra es pequeno, es util utilizar un diagrama de
barras, un poligono de frecuencia o diagrama de tallos y hojas.

Ejemplo 3 En un hospital de Madrid se pretende estudiar el grupo san-
guineo del personal que trabaja en el hospital.

Poblacién: personal que trabaja en el hospital.
Tomamos una muestra de tamano 100:

e Grupo A: 42 personas.



e Grupo B: 12 personas.
e Grupo AB: 5 personas.
e Grupo O: 41 personas:
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Ejemplo 4 Consideramos como poblacion los terremotos ocurridos en Cali-
fornia en el siglo XX. La caracteristica que queremos estudiar es la magnitud
del terremoto en la escala de Richter. Tomamos una muestra de 30 terre-
mostos con los siguientes resultados:

1.0 83 3.1 1.1 5.1
1.2 1.0 41 1.1 4.0
20 19 63 14 13
3.3 22 23 21 21
14 27 24 3.0 4.1
5.0 22 12 7.7 15

Vamos a hacer un descripcion de esta muestra por un diagrama de tallo y
hojas.

Un diagrama de tallos y hojas consiste en una serie de filas horizontalesde
nimeros. El ntimero utilizado para designar una fila es su tallo, el resto de
los niimeros de la fila son las hojas de este tallo. Los primeros digitos de
los nimeros que aparecen en la tabla son 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Estos digitos
nos van a servir de nombres de los tallos, véase figura (a). A continuacién,
representamos los datos graficamente anotando el niimero que aparece de-
spués del punto decimal, como hojas del tallo apropiado. En la fibura (b)
se muestran los primeros cuatro datos puntuales ( los cuatros datos de la
primera columna). La figura (c) se visualiza todo el conjunto de datos. Cada
tallo define una clase y se escribe solo una vez. El nimero de hojas en cada
tallo represanta la frecuencia de este tallo o clase.

a) (b) ()
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Ahora tenemos que interpretar este diagrama de tallo y hojas. Giramos
el papel hacia un lado y observamos la curva que se ha trazado en la figura
(c). Para ello nos vamos a hacer las siguientes preguntas:
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1. ;Tienden a agruparse los datos cerca de un tallo o tallos en particular,
o se distrubuyen de forma uniforme por el diagrama?

Las hojas se agrupan en los tallos 1 y 2, no estan distrubuidos de
manera uniforme.

2. ;Tienden a estrecharse los datos hacia un extremo u otro del diagrama?

Los datos se aproximan al extremo inferior de la escala, y esto lo inter-
pretamos cémo que casi todos los terremotos ocurridos en California
en el siglo XX han sido suaves.

3. Si se traza una curva a lo largo de la parte superior del diagrama,
,dorma ma&as o menos una campana?, ;es plana?, jes simétrica?.

La curva no es simétrica, hay mas bien una cola larga hacia el extremo
superior o derecho de la visualizacién. Decimos que los datos de este
tipo estan sesgado hacia la derecha.

OJ

El diagrama de tallo y hojas nos da una idea aproximada de la forma de

la distribucion de las observaciones, asi como de su localizacion. La técnica

funciona bien para las muestras que no tienen una dispersiéon muy grande.

Sin embrago, si el nimero de observaciones distintas que han aparecido es

grande, es dificil escoger tallos adecuados. En este caso es mas util utilizar
los histogramas.

Ejemplo 5 En el aereopuerto de Madrid-Barajas se ha recogido una muestra

del peso en kilogramos del equipaje de 50 viajeros que realizan el trayecto
Madrid-Barcelona:

20.10 20.25 20.31 2042 20.58 20.64 20.70 20.90 21.05 21.41
21.57 21.77 21.87 22.01 2217 2237 2249 2255 2287 2295
23.08 23.20 23.37 2341 2345 2347 23.65 23.70 23.98 24.30
24.43 2443 2443 24770 2481 24.83 2499 25.13 25.20 25.55
26.27 26.57 27.16 27.60 27.81 28.09 28.19 30.25 32.34 33.46

Vamos a dibujar un histograma de frecuencias absolutas.

Un histograma de frecuencias es un grafico de barras verticales u hor-
izontales. Ya que el conjunto de observaciones con gran cantidad de val-
ores numéricos distintos no tiene clases naturales obvias, debemos disenar



un método para definirlas. Queremos definir clases de igual tamano, de tal
forma que cada observacion corresponda clara y exactamente a una de ellas.
Reglas para agrupar las observaciones en clases

1. Decidir el nimero de clases deseado. El nimero elegido depende de la
cantidad de observaciones disponibles.. Estd basada en la regla Sturges.
Esta regla afirma que

numero de clases ~ 1 + 3.3221og( n,

donde n es el tamano de la muestra.

En nuesttro caso: nimero de clases ~ 1 + 3.322log,, 50 = 6.643 ~ 7.

2. Localizar la observacion mayor y menor y hallar la diferenia entre estas
dos observaciones.

R = maxx, — minz, = 33.46 — 20.10 = 13.36.

A esta diferencia R se le denomina rango de los valores de la mues-
tra.

3. Hallar la amplitud, (ancho), minima de la clase requerida para cubrir
este rango, dividiendo el rango por el n'umero de clases deseado.

13.36 14 5
7T 1 7
Podemos entonces definir 7 intervalos de amplitud constante desde el

valor minimo ~ 20.00 hasta el valor maximo ~ 34.00.

4. Construimos la tabla:

Ly — Ly Ny
20.00-21.99 21.0 13
22.00-23.99 23.0 16
24.00-25.99 25.0 11
26.00-27.99 27.0 5)
28.00-29.99 29.0
30.00-31.99 31.0
32.00-33.99 33.0

N — DN




La representacion grafica de la tabla en un diagrama de barras se denom-
ina histograma:
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Distinguimos dos tipos de variables o caracteristicas. Una variables

es continua cuando puede tomar cualquier valor en algin intervalo de los

numeros reales. Una variable es discreta si el conjunto de sus observaciones
es finito o numerable.

Ejemplo 6 Poblacion: estudiantes matriculados en primero del grado de
ingenieria civil de la UPM en el curso 2012-13.

Variable: peso del estudiante.

Esta variable es continua. El peso de un estudiante puede tomar cualquier
valor del intervalo (35,240).

Ejemplo 7 Poblacion: estudiantes matriculados en primero del grado de
ingenieria civil de la UPM en el curso 2012-13.

Variable: numero de cigarrillos fumados por el estudiante..

Esta variable es es discreta. El numero de cigarrillos que puede fumar un
estudiante es un del conjunto {0,1,2,-- - 150}.



2 Medidas de centralizacion y dispersion

2.1 Medidas de centralizacion

Supongamos que tomamos una muestra de tamano n

{xla Lo, -, xn}7

de una cierta poblacion. Las medidas de centralizacion tienen como objetivo
dar una idea del valor central alrededor del cual se distrubuyen las observa-
ciones o valores de la muestra.

Definimos la media de la muestra {zy,xs, - -, 2,} por
> i1 1
r===
n

Ejemplo 8 Un pastor lleva a sus ovejas a un campo con hierba venenosa.
Queremos estudiar el nimero de horas que tardan en morir la ovejas.

La poblacién son la ovejas del pastor y la carasteristica o variable que
queremos estudiar es el nimero de horas que tardan en morir las ovejas. Es
una variable discreta.

Tomamos unamuestra de tamano 13

44 27 24 24 36 36 44 44 120 29 36 36 36

La media de esta muestra es

j_44+27+24+24+36+36+44+44+120+29+36+36+36_41 03
- 13 -

Interpretamos este resultado como que el tiempo medio en que tardan en
morir las ovejas es 41.23 horas.
Si ordenamos los valores de la muestra en orden creciente, obtenemos

24 24 27 29 36 36 36 36 36 44 44 44 120

y observamos que el valor 36 tiene 6 valores a si izquierda {24, ; 24, 27, 29, 36, 36}
y 6 valores a su derecha {36, 36, 44, 44, 44, 120}. Decimos que el 36 es la
mediana de la muestra {24,; 24, 27, 29, 36, 36, 36, 36, 44, 44, 44, 120}.

]



Ejemplo 9 FEl acero es una aleacion de hierro y carbono, donde el carbono
no supera el 2.1% en peso de la composicion de la aleacion, alcanzando nor-
malmente porcentagjes entre el 0.2% y el 0.3%. Porcentajes mayores que el 2%
dan lugar a las fundiciones, aleaciones que al ser quebradizas y no poderse
forjar, a diferencia de los aceros, se moldean.

Una fabrica de acero quiere comprobar la calidad del producto que produce.

La poblacion son las piezas de acero que produce la fabrica. La variable o
caracteristica que queremos estudiar es porcentaje de carbono en las piezas
de acero. Es una variable continua.

Tomamos dos muestras, que las vamos a dar ordenadas en forma creciene:

M; 0.2 022 023 0.23 024 025 025 0.26 0.28

My 012 0.13 0.14 0.14 0.22 0.24 026 034 034 0.35 0.36

Es facil comprobar que ambas muestras tienen la misma media y mediana.
Sin embargo, las dos muestras son muy diferentes. En la primera, en todas
las observaciones, el porcentaje de carbono estd entre el 0.2% y el 0.3%,
mientras en la segunda muestra, solamente tres observaciones de las 11 tienen
porcentaje de carbono entre el 0.2% y el 0.3%. Las observaciones estdn mas
dispersas en la segunda muestra que en la primera. Esto nos estd diciendo
que las medidas de centralizacién no son suficientes para describir

una muestra.
O

2.2 Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion nos informan sobre la dispersion de las obser-
vaciones con respecto a los valores centrales.

La varianza de una muestra {z,zs,- - -, x, }, se define por
n —\2
1\ — X
o Silwi= 0
n

Proposicién 10




Proof.

n ( _\92 n
" (x;— 1) 1 -
Vp = Lizt = — E (asf — 22,7 + mg)
n n 4
=1
n — n — n n
1 5 2T nz? 1 9 5 9 1 9  _o
:—gxi—— xi+—:—§xi—2x+x:—5xi—x.
i=1 i=1 =1 =1
0J
Vamos a calcular las variaciones de las muestras dadas en ejemplo 9. Para

la muestra M;:

9
1 0.22 +0.222 +2-0.232 4+ 0.24% +2- 0.25%2 + 0.26 4 0.282
v=c Y al-r = i i i i i ARESNPYE
9 — 9
0.5228
= — 0.0576 = 0.00048.
Para la muestra My
11
1 2 -2
Ve = 17 ;3@ - T
B 0.122 +0.132 +2-0.14%2 + 0.222 + 0.24%2 + 0.26% + 2 - 0, 342 + 0.352 + 0.362 0942

11

= 0727 _ 0.0576 = 0.00852.

Observamos que la varianza de la muestra My es como 20 veces mayor que
la varianza de la muestra M, como era de esperar.

La varianza nos da la media de los cuadrados de las desviaciones de las
observaciones a la media muestral. La desviacién tipica de una muestra es
la raiz cuadrada de la varianza de la muestra. La desviacion tipica vuelve a
medir la dispersén pero en unas unidades mas naturales que la varianza.

Volvemos al ejemplo 8. Se puede ver que

1. varianza de la muestra es 562.38.
2. desviacién tipica es 23.71.

La dispersion es grande, y es mas natural fijarnos en la desviacion tipica para
medir esta.
Que la desviacién tipica sea tan grande lo produce el dato atipico 120.
Suprimamos la observacién 120 de la muestra. Tenemos la nueva muestra
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44 27 24 24 36 36 44 44 29 36 36 36

Calculamos las medidas de centralizacion y dispersién para esta nueva nues-
tra:

1. media=34.66

2. En este caso tenemos un numero par de observaciones. Tenemos dos
valores centrales

24 24 27 29 36 36 36 36 36 44 44 44

que son el 36 y el 36. En este caso, la media de estos dos niimeros=
36;236 = 36 es la mediana de la muestra.

3. varianza=49.5
4. desviacion tipica=7.03

Ahora vemos que ya no hay tanta dispercion.

Observamos también que para esta muestra, la media y la mediana estan
préximas, mientras que para la muestra original, no era asi. Esto es otra vez
debido a la observacién atipica 120. De aqui sacamos como conclusion
que la mediana es mas resistente a la influencia de datos atipicos
que la media.

Observacion 11 La media utiliza todos los datos de la muestra y cuando la
muestra es homogénea, es la medida de centralizacion mds represntativa. Sin
embargo, tiene el inconveniente de que es muy sensible a los datos atipicos, y
un error en la recogida de la muestra puede desplazar la media hacia un valor
muy distinto del "verdadero”. Por otra parte, la mediana se basa mads en el
orden de los datos que en sus propios valores, por lo que no estd afectada
por los datos atipicos. Ambas medidas de centralizacion tienen sus ventajas
e inconvenientes y su uso debe ser siempre complementario.

Ejemplo 12 Uno de los exdmenes para una cierta oposicion es un test de in-
teligencia. La variable o caracteristica que queremos estudiar de la poblacion,
(los opositores), es la puntuacion en el test de inteligencia.
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De una muestra de tamano 198 nos dan el siguiente histograma:

Histograma —- Test de inteligencia

10 20 30 40 50 60 70
I

[ ]

30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90

0
\

1. Intervalo (30,40] numero 6.
2. Intervalo (40, 50] numero 17.

(
(
3. Intervalo (50, 60] numero 76.
4. Intervalo (60, 70] numero 68.
5. Intervalo (70, 80] numero 22.

(

6. Intervalo (80,90] numero 9.

Tenemos 6 clases. Como puntuacién representativa de cada clase vamos a
tomar su valor medio. Por ejemplo, de la tercera clase :(50, 60] = puntuacion
en el examen tipo test mayor que 50 puntos y menor o igual que sesenta,

tomamos x5 = 50;260 = 55.

6-35+17-45+76-554-68-65+22-75+49-85 _ 11990 __ 60.55

1. media=z = o8 o3

2. Si sumamos los valores que estan en las tres promeras clases nos da 99,
que corresponde al 50% de la muestra de 198 personas, es decir, que el
50% de la muestra tiene una puntuaciéon menor o igual que 60 puntos,

12



mientras que el otro 50% tiene una puntuacién mayor que 60 puntos.
mediana=60.
— 6:35%+17452476.55°+-68-65°+22.752+9-852 () 5E2 _ T77750 _ 3666 3 —

3. Uy = 198 198
110.19

4. desviacion tipica= 1/110.19 = 10.49

3 Regresion lineal

Ejemplo 13 En una empresa, parte de los trabajadores estdn dedicados a la
venta. La empresa quiere conocer la relacion entre el tamano de su equipo
de vendedores y sus ingresos anuales, en cientos de miles de dolares. La
empresa fué creada en 1975.

Poblacién= conjunto de anos entre 1975 y 2009={1975, 1976, - - -, 2009}
Consideramos las variables o caracteristicas

X= numero de vendedores.

Y= ingresos anuales en miles de délares.

Tomamos una muestra de tamano 10:

Ano Numero de vendedores Ingresos
1991 15 1.35
1993 18 1.63
1995 24 2.33
1997 22 241
1999 25 2.63
2001 29 2.93
2003 30 3.41
2005 32 3.26
2007 35 3.63
2009 38 4.15

En este caso, la muestra es un subconjunto de R?:
{(zs,y;) i =1,2,---,10} = {(15,1.35), (18,1.63), (15,1.35), - - -, (38,4.15)}.

Representamos la muestra en R?

13



4.0

Ingresos
25 3.0
O

2.0

1.5

15 20 25 30 35

Vendedores

Vamos a definir una recta
y=1y(x) =a+ bz,

(x variable independiente, y variable dependiente), tal que si z es el nimero
de vendedores en algun afno elegido, y(x) sea un valor préximo a los ingresos
en ese ano. Por ejemplo, si tomamos el ano 2003, entonces x = 30 y queremos
elegir a y b de tal manera que y(30) = a 4 30b sea ”préximo” a los ingresos
en el ano 2003, esto es a 3.41.

Elegimos a y b de tal manera que el punto (a,b) minimice a la funcién

10

flu,v) = % Z(yz —u—vr;)?

=1

1
=7 [(1.35 — u—150)* + (1.63 — u — 18v)* + - - - + (4.15 — u — 380)?] .
Para minimizar esta funcién, calculamos los puntos criticos de f, es decir la
solucién del sistema

Vf(u,v) = (%(u,v}, %(u,v)) = (0,0).

Esta ecuacién tiene como solucion v = —0.4 y v = 0.12. Puede comprobarse
que el punto (—0.4,0.12) minimiza a la funcién f(u,v). El alumno no debe

14



de hacer estos calculos, pues este problema lo vamos a resolver en su forma
general. La recta es

Ingresos
25

35 4.0

3.0

2.0

1.5

y=y(r) =012z — 0.4.

15 20

Vamos a comparar con los valores de la muestra:

Ano Numero de vendedores
1991 15
1993 18
1995 24
1997 22
1999 25
2001 29
2003 30
2005 32
2007 35
2009 38

25 30 35
Vendedores
Ingresos  y(x;) =0.12x; — 0.4  error=y(x1) — y;

1.35 (15) =1.4 0.05
1.65 (18) = 1.7 0.07
2.33 (24) = 2.48 0.15
2.41 (22) = 2.24 —0.17
2.63 (25) = 2.6 —0.03
2.93 (29) = 2.93 0.09
3.41 (30) = 3.2 —0.21
3.26 (32) = 3.4 0.18
3.63 (35) = 3.8 0.17
4.15 y(38) = 4.15 0.01

Podemos decir que la recta y = 0.12z — 0.4 representa bastante bien a la
muestra.

. Podriamos utilizar esta recta para predecir lo que podria ganar la em-
presa si utiliza 50 vendedores?. La estadistica descriptiva no responde a esta

15



pregunta. Recordamos que la estadistica descriptiva solo analiza los valores
de la muestra. Solo si la muestra es ”significativa” podemos utilizar la recta
de regresion para predecir. Vamos a suponer que esta muestra es represen-
tativa. Entonces podemos pensar que si la empresa utilizase 50 vendedores,
los ingresos que se esperarian serian del orden de

y(50) = 0.12-50 — 0.4 = 5.6

O

Supongamos que de una poblacion queremos estudiar dos variables o car-

acteristicas X e Y ,en el sentido del ejemplo anterior. Tomamos una muestra
de tamano n

{(%a%) 1= 1727 o '7”}7

definimos la covarianza de la muestra, (de las variables X, Y'), por

1 & B B
COVay = > (i —2)(yi — 7).
=1

La covarianza entre X e Y es una medida de la forma en que las variables X
e Y varian conjuntamente.

Proposicién 14 cov,, = 2 37" | 2y, — Y.

Proof.
1 & B o
COVyy = n E’—1 (T3 — 27 — 4T +727)

AN~ ON, TN o IS
_ﬁ;xz‘% nizl$z n;yz-kxy—n;xzyz Iy — Ty + Ty

= %gxzyz —Ty.

OJ
Definicién 15 La recta de regresion de la variable Y sobre la X asociada
a la muestra {(z;,y;) i =1,2,---,n}, es la recta
Yy =a+ bx,

16



donde a y b son tales que el punto (a,b) minimiza la funcion

n

1 2
f(u,v) = E;(?/z —u—vz;)”.
Vamos a calcular la recta de regresion de la variable Y sobre la X asociada
a la muestra {(z;,y;) i =1,2,---,n}.

n

12: 2 2 2.2
(U,U) ni 1 (yZ Y;u Y; 0T u uvx v {L’)

= ligf — 2uy — Q—Uixy + u® + 2uvT + U—Qixz

g ni:lm nig
Calculamos los puntos criticos de la funcién f(u,v), es decir la solucién del
sistema

0 0
Vi) = (G0 Swn) - 00,
(u,v) = =2y +2u+ 20T =0
(u,v) = _% D i1 TiYi +2ul + 2%; D=0
u+vr =9y
uT vy D a = D Ty
Haciendo algunos calculos, se obtiene que la solucién de este sistema es

——
sl

. COVgy COVg y
U =1y — U—iL‘, V= Y
xX x
_ COVg y — COVg y

Se puede comprobar que el punto (a,b) = (y — =T, T)’ es el que

x
minimiza a la funcién f(u,v).
Conclusion: recta de regresion de la variable Y sobre la X aso-
ciada a la muestra {(z;,y;) i =1,2,---,n} es:

COVg, _  COVy
Y34 Y

y=9-
Ul‘ /Ul'

Ejemplo 16 Una fdbrica estd dedicada a producir duraluminio, una aleacion
de alumino con cobre-Cu (3-5%), magnesio-Mg (0.5-2%), manganeso-Mn
(0.25-1%) y zinc-Zn (3.5-5%), muy utilizada en casas (puertas, ventanas),
transporte, etc. Por alguna razon parece ser que en algunas piezas de dura-
luminio hay menos proporcion de cobre que lo normal. Queremos estudiar
las vartables o caracteristicas de las piezas de duraluminio:

17



X= Proporcién de cobre de las piezas,
Y= Proporcién de magnesio, manganeso y zing.
Tomamos una muestra de 14 piezas:

% de Cu % de Mg, Mn y zinq | % de Cu % de Mg, Mn y Zn
1.0 3.0 3.0 7.0
1.1 3.2 3.0 7.1
1.5 4.1 3.1 7.4
1.7 4.2 3.2 6.0
2.0 5.0 3.5 8.1
2.5 6.2 3.6 8.0
3.0 7.3 4.0 9.0

La muestra la podemos tambien escribir en la forma

M = {(l’l,yi), = 1,2, cey 14}

= {(1.0,3.0),(1.1,3.2), (1.5,4.1), - - -, (3.6,8.0), (4.0,9.0)}..

Empezamos dibujando en R? la muestra y luego calculamos la recta de re-

gresion de la variable Y sobre la X asociada a la muestra.

% de Mg, Mn y zinc

1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5
% de Cu

Media de la muestra

{%1,%2,1‘3, te ',$13,I14} = {107 117 157 te 7360740}

18
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producida por la variable X

1 & 1.04+1.1+15+---+36+4.0 362
xr, = =

T — — i — 259
T 1 !
Media de la muestra
{y17 Y2,Y3, "+ ", Y13, ?J14} = {307 327 417 S 807 90}
producida por la variable Y
14
1 30+32+414+---+80+9.0 856
y = — i = = =6.11.
YT Zly 14 14
Varianza de la muestra
{IL‘l,ZEQ,fL’g, < ',I13,$14} = {10, ]_]_, ]_5, e ,360,40}
producida por la variable X
14
1 s o 102+ 1.12415% 4 -+ 3.6% + 4.0 , 105.66
. = — 7% = —2.59° = —6.7=10.85
T ;x v 14
LM
COVyy = 11 ZZI TY; — TY
_ 1.1-30+1.1-32+15-41+---436-80+4.0-9.0 _950.6.11
14
244.8
= ———15.8=1.68.
14
La recta de regresién es y = a + bx donde
_ COVgy 1.68
=7y— =7 =611 —-—-259=099 ~ 1
¢ ve 0.85 !
. 1.68
b= ¥ =20 972

Recta de regresion



% de Mg, Mn y zinc

T
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
% de Cu

Queremos que la resta de regresion represente a la muestra M, en el sen-
tido de que si tomamos un punto cualquiera de esta muestra, por ejemplo el
(3.0,7.1), se verifique que y(3.0) sea "una buena aproximacién” de 7.1. Como
y(3.0) = 142-3.0 = 7 podemos pensar que si es una ”buena aproximacion”.
Pero sélo lo hemos comprobado para el punto (3.0,7.1)?. Quisieramos com-
probarlo de una manera conjunta para las 14 observaciones de la muestra.
Por el método que hemos seguido para obtener la recta de regresion, seria
razonable pensar que si el nimero

1 14
—14ﬁf% y(r;))

(3.0 —y(1.0))* + (3.2 —y(1.1))> 4 - - - + (8.0 — y(3.6))* + (4.0 — y(4.0))?
14
es pequeno, entonces la recta de regresion representa bien a la muestra M en
el sentido que hemos indicado.
Vamos a calcular el valor de E.
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ylx) =142 -2; = (i — y(z:))? =

y(1.0)=1+2-1.0=3.0 (3.0 -3.02=0
y(1.1)=1+2-1.1=3.2 (32-3.2)2=0
y(1.5) =1+2-15=4.0 (4.1 — 4.0)2=0.01
y(L.7)=1+2-1.7=144 (4.2 — 4.4)% = 0.04
y(2.0) =1+4+2-2.0=5.0 (5.0 —5.0)2 =0
y(2.5) =1+2-25=6.0 (6.2 — 6.0)%2 = 0.04
y(3.0)=1+2-3.0=7.0 (7.3 —7.0)2 = 0.09
y(3.0)=1+2-3.0=7.0 (7.0 - 7.02=0
y(3.0)=1+2-3.0=7.0 (7.1 - 7.0)2=0.01
y(3.1)=1+2-31="72 (7.4 —17.2)% =0.04
y(32)=1+2-32=74 (6.0 —7.4)%> = 1.96
y(3.5) =1+2-3.5=8.0 (8.1 —8.0)2=0.01
y(3.6) =1+2-3.6=82 (8.0 — 8.2)% = 0.04
y(4.0)=1+2-4.0=19.0 (9.0 -9.0)2=0
E_O+0+OM&%W4+0+OM+009+O+OM+004+L%+001+0M+0

n 14

2.24 0.16

== — 016

El error es "pequeno” y podemos decir que la recta de regresién de la variable
Y sobre X asociada a la muestra M serd ”"una buena aproximacion” de la
muestra.
O
Supongamos que de una poblacion queremos estudiar dos variables o car-
acteristicas X e Y. Tomamos una muestra de tamano n

M = {(xzai%); 1= 1,2, .. ~,n}.

Sea

y=yx)=a+br=7y—

COVyy cov
z?y x_’_ — w?y x
/Ux /Uﬂ?
la recta de regresién de la variable Y sobre X asociada a la muestra M, se
puede demostrar la siguiente expresion para el error £

B Sl = 23— ) =y (12 ).

n VU
i=1 i=1 7Y

21



El error E es conocido como la varianza residual de la variable Y sobre la
X asociada a la muestra M. Se puede demostrar que 0 < C;)V% <1y porlo
zVy

tanto
COVy y

1< —=<<1.
\/UzUy
Al ntimero
COVyy
r = —-

/U0y

se le denomina coeficiente de correlacion entre las variables X e Y aso-
ciado a la muestra M = {(z;,v;), i =1,2,-- -, n}.
En términos del coeficiente de correlacion, el error o varianza residual
viene dado por
_ 2
E =v,(1—1r%).

Si el coeficiente de correlacion r es préoximo a 1 o —1, el error serd pequeno y
la recta de regresiéon de la variable Y sobre X asociada a la muestra M sera
“una buena aproximacion” de la muestra.

Si r es préximo a 1, la pendiente de la recta de regresién seria positiva y
estarfamos en una situacién como indica la figura 1. En este caso, la recta

)

de regresion de Y sobre X "representa bien a la muestra”.

Figura 1

o

2

4

2 -1 0 1 2 3
X

Si r es proximo a —1, la pendiente de la recta de regresion sera negativa
y estariamos en una situacion como indica la figura 2. En este caso, la recta

22



de regresion de Y sobre X "representa bien a la muestra”.

Figura 2
o
oo
® o
° o
o o
o
T T T T T
-2 -1 0 1 2
X

Si 7 es proximo a 0, el error serd grande y la recta de regresion de la vari-
able Y sobre X asociada a la muestra M no seria "una buena aproximacion”
de la muestra, y estariamos en una situacién como indica la figura 3

o

-3

Figura 3
-3 )
o .
r muy lejanoa 1 o -1
& 0 yleanoa |
° o
o
o
o
o
o % o
o
o
T T T T T T T I
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X
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Ejemplo 17 Los manaties son unos animales grandes y dociles que viven

a lo largo de la costa de Florida.

Cada ano las lanchas motoras hieren o

matan muchos de ellos. A continuacion se presenta una tabla que contiene,
para cada ano, el nimero de licencias para motoras (expresado en miles de
licencias) expedidas en Florida y el nimero de manaties muertos en los anos

1996 y 20009.
Ano Licencias Manaties
1997 o =460 1y, =21
1998 3 =481 y3 =24
1999 =z, =498 y4s =16
2000 x5 =513 y;=24
2001 x =512 yg =20
2002 x7; =526 y;=15
2003 x5 =559 ys=34
2004 x5 =585 y9= 33
2005 T10 = 614 Yo = 33
2006 T = 645 Y1 = 39
2007 x12 =675 y10 =43
2008 xy3=T711 413 =50
2009 x4 =T19 yu =47

Queremos analizar la relacion entre el ntimero de licencias expedidas an-
ualmente en Florida y el nimero de manaties muertos. Consideramos las

variables o caracteristicas

X ="nrhero de licencias expedidas (en miles)”,
Y ="nimero de manaties muertos”.
Vamos a representar graficamente los puntos

{(zi,ys), 1 =1,2,---,14}.

24



B °
o
o
o |
< o
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T ™
=
o o
&L® °
° o
o
T T T T T I
450 500 550 600 650 700
Licencias

Las nube de puntos nos indica que existe una buena aproximacion lineal
entre las variables X e Y. Vamos a calcular la recta de regresion.

T+ 2o+ -+ 21y 4474+ 460 + - - - + 719

_— _ — 567. 5.
. 14 14 ’
oyt Yyt tyn 13421447
y 14 14 9,43

14
D al =447 4460 + - - - + 719 = 4618597.
=1
14
D yP =132 421% 4+ - 4477 = 14056.
i=1
14
D wy; = 44713 4460 - 21 + - - - 4 719 - 47 = 247521

i=1

14 2
: . 4618597
dim Ti 72 = 222070 567 52 — 7834 5.

Vye =

14 14
Sy, 14056 )

= &=l = - 29,43%. = 137,9.

Uy T Y 14 , 43 37,9
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SH omy 247521
Luizt T

14 y 14
La recta de regresién de Y sobre la variable X asociada a la muestra {(x;, v;), ¢ =
1,2,---,14} es

COvy, = — 567,5- 29,43 = 978,55

Y =a+ bx,
donde cov
a=7y— —22T = —41.45,
Uy
bp= e (194,
(2

ly = 01247 —41.45].

El coeficiente de correlacion lineal
COVy y

= = 0,941.

/U2 Uy

El coeficiente de correlacién es muy préximo a 1, por lo tanto la recta de
regresion representa bien a la muestra.

Manaties

450 500 550 600 650 700

Licencias

O

Ejemplo 18 Una Variable o caracteristica Y se mide en diez dias sucesivos
con los siguientes resultados:
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T 1 2 3 4 53 ) 7 8 9 10
Y 0.9 3.6 5.8 6.8 7.1 7.3 7.2 7.4 7.3 7.4

1. Calcular la recta de regresion de la variable Y sobre la T

2. Calculese el coeficiente de correlacion mestral entre T e Y. j;La resta
de regresion representa bien a la muestra?.

3. Calcilese la varianza residual de’ Y sobre T, (error que hemos cometido).
Represente la nube de puntos y la recta de regresion.

4. Si definimos la nueva variable o caracteristica
X =logT,
calcilese la recta de regresion de la variable Y sobre la X.

5. Calculese el coeficiente de correlacion mestral entre X e Y. sLa resta
de regresion representa bien a la muestra?.

6. Calclese la varianza residual de Y sobre X , (error que hemos cometido).
Represente la nube de puntos y la "cuva de regresion”

y(xr) = a+ blogzx.

Solucién
La nube de puntos es:
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1. Introducimos la notacién:
7(;1 - ]-7 t2:27 t3:37"'7t10: 1()’

Yy = 09, Yo = 36, Ys = 58, Y10 = 74,

10
. tl'
—Zlfol = 5.5,
10
7= _23:01 Y 6.08,

10 42
D1 385
—Zlfol L= 10 5.5% = 8.25,

SRy, 412 >
= Li=ldi g2 To% 6082 = 4.2336
Dm0 Y T 0 ’

SOty . 3813
COVyy = 1—6 —ty = ST ty = 4.69,

cove,  4.69
b= —">"=——=0.568
V¢ 8.25 ’

Viyz — 2953

F—

Ve =

a=17y-— ”
t

28
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La recta de regresién y = a + bt es

y = 2.953 + 0.568t

2. El coeficiente de correlacion muestral entre 7' e Y es

r= SV 7935

£/ UtUy

Esta lejos de 1 y por lo tanto la recta de regresién de Y sobre T
no representa bien a la muestra.

3. El error que cometemos es

2
Covy

varianza resdual = v, (1 — —y) = v,(1 —r*) = 1.568

(% Uy

El error es muy grande.
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T X Y

tlzl a,’l:logtlzo y1:09
t2 =2 To = log t2 = 0.69 Yo = 3.6
t3 =3 T3 = logt3 =1.09 Ys = 5.8
t4 =1 Ty = logt4 =1.38 Yyq = 6.8
t5:5 x5:logt5:1.7 y5:71
te = Tg = 10gt6 =1.79 Y = 7.3
t7 =7 Ty = IOgt7 =1.94 Y7 = 7.2
tg = xrg = 10g ts = 2.08 Ys = 7.4
tg = Tg = log tg =2.2 Yg = 7.3
th =10 T10 — lOgtlo =2.3 Y10 = 7.4
Y 151
R A 1
T 0 10 ’
S0 a2, 2765 )
x:—li LA :—_11: 44,
v 0 T 0 5 0.4849
SO w0 10528
COVzy 10 xy 13 xy 3472,
covy,  1.3472
Uy 0.4849 ’
a=q— oWz 1885
Ut

La recta de regresion y = a + bx de Y sobre X es

]y = 1.885 + 2.78z

U

que produce la ”curva deregresion” de Y sobre T

ly = 1.885 +2.78log |

El grafico en escala lineal muestra una curva de regresion:
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Pero si tomamos log(T) en el eje horizontal, la curva se transforma en
una recta. Esta transformacion logaritmica nos permite usar el mtodo
de la recta de regresién para ajustar la curva logaritmica.

T (escala log.)
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5. El coeficiente de correlacién muestral entre X e Y (T y Y) es
COVyy

r=——>==0094.
/U0y

Esta "cerca” de 1 y por lo tanto la curva de regresion de Y sobre
T no representa mal a la muestra a la muestra.

6. El error que cometemos es

_ covy, )
varianza resdual = v, | 1 — =) =v,(1—77) =0.49
Vayy

El error es grande.

0

Ejemplo 19 Una fdbrica de cerveza, que se creo en enero del 2008, quiere
averiguar si existe una relacion lineal entre el dinero, en miles de euros, que
gasta cada mes en anuncios de television y sus ventas, en miles de euros, de
ese mes.

La poblacién seran los meses de los anos 2008 y 2009 y los cuatro primeros
meses de 2010. Consideramos las variables o caracteristicas

X=dinero que gasta al més en anuncios de television

Y= ventas del mes.

Tomamos la siguiente muestra de estas variables de los ultimos siete meses

Mes Ventas Gastos TV

Octubre 2009 50 0.5
Noviembre 2009 90 0.9
Diciembre 2009 30 0.4
Enero 2010 90 0.7
Febrero 2010 91 1.1
Marzo 2010 95 0.75
Abril 2010 95 0.8

La muestra también la podemos escribir:
M = {(xmyz)> L= 1727 s 77}
= {(0.5,50), (0.9,90), (0.4, 30), (0.7,90), (1.1,91), (0.75,95), (0.8,95) }.

Lo que tenemos que hacer es hallar la recta de regresiéon de la variable Y
sobre la X asociada a la muestra M.

32



